
Test Condition Example Exercise 
In

te
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a𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛), 𝑓𝑓 �
positive

continuous
decreasing

 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

1
(con)  ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(con) 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

1
(div)  ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(div) 

�
ln𝑛𝑛
𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

⇒ �
ln 𝑥𝑥
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

1
�

𝑢𝑢 = ln 𝑥𝑥        
 𝑥𝑥 = 1, 𝑢𝑢 = 0

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

⇒ �
ln 𝑥𝑥
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

1
= � 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

∞

0
=

u2

2
�
0

∞

 (div) 

�
𝑛𝑛

2𝑛𝑛2 + 1

∞

𝑛𝑛=1

⇒ �
𝑥𝑥

2𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

1
�
𝑢𝑢 = 2𝑥𝑥2 + 1
 𝑥𝑥 = 1, 𝑢𝑢 = 3
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 4𝑥𝑥      

⇒ �
𝑥𝑥

2𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

1
=

1
4
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢

∞

3
 

=
1
4

ln 𝑢𝑢�
3

∞

 (div) 

�𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑛𝑛2
∞

𝑛𝑛=1

 

 

u = 𝑒𝑒−𝑥𝑥2, 𝑥𝑥 = 1  𝑢𝑢 =
1
𝑒𝑒

, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −2𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥2 

� 𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

1
=
−1
2 � 𝑑𝑑𝑑𝑑

0

1/𝑒𝑒
=
−1
2 𝑢𝑢�

1/𝑒𝑒

0

 (con) 

�
1

𝑛𝑛 ln𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=2

 

u = ln 𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 = 2  𝑢𝑢 = ln 2 , 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1/𝑥𝑥 

�
1

𝑥𝑥 ln 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

2
= �

1
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
ln 𝑥𝑥

∞

2
= �

𝑑𝑑 ln 𝑥𝑥
ln 𝑥𝑥

∞

2
 

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢

∞

ln2
= ln 𝑢𝑢|ln 20  (div) 

D
ir
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t 

0 < a𝑛𝑛 ≤ 𝑏𝑏𝑛𝑛 

�𝑏𝑏𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(con) ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(con) 

0 < b𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎𝑛𝑛 

�𝑏𝑏𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(div) ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(div) 

�
𝑛𝑛

𝑛𝑛2 − 3

∞

𝑛𝑛=2

,           
𝑛𝑛

𝑛𝑛2 − 3
>
𝑛𝑛
𝑛𝑛2

=
1
𝑛𝑛

,     
1
𝑛𝑛

(div) 

�
sin2 𝑛𝑛
√𝑛𝑛3 + 1

,
∞

𝑛𝑛=2

        
sin2 𝑛𝑛
√𝑛𝑛3 + 1

≤
1

√𝑛𝑛3 + 1
<

1
√𝑛𝑛3

 
𝑝𝑝=

3
2
>1

����� (con) 

�
1
𝑛𝑛!

∞

𝑛𝑛=1

 当𝑛𝑛 ≥ 4 时�
1
𝑛𝑛!

∞

𝑛𝑛=1

< �
1
𝑛𝑛2

∞

𝑛𝑛=1

⇒ (con) 

�
1

√𝑛𝑛 + 2

∞

𝑛𝑛=1

 �
1

√𝑛𝑛 + 2

∞

𝑛𝑛=1

< �
1
√𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

⇒ (div) 

Li
m

it
 

a𝑛𝑛 > 0, 𝑏𝑏𝑛𝑛 > 0 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛

= 𝐿𝐿 

�𝑏𝑏𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(con) ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(con) 

�𝑏𝑏𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(div) ⇒ �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

(div) 

�
1

√𝑛𝑛2 + 4

∞

𝑛𝑛=2

,     𝑎𝑎𝑛𝑛 =
1

√𝑛𝑛2 + 4
, 𝑏𝑏𝑛𝑛 =

1
√𝑛𝑛2

, lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→∞

𝑛𝑛
√𝑛𝑛2 + 4

= 1 ,�
1
√𝑛𝑛2

∞

𝑛𝑛=2

(div) 

 

�
3𝑛𝑛

𝑛𝑛!

∞

𝑛𝑛=1

,                
𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
3𝑛𝑛+1

(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛!
3𝑛𝑛

=
3

𝑛𝑛 + 1
, lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

= 0 < 1(con) 

�
2𝑛𝑛

2𝑛𝑛√𝑛𝑛2 + 1

∞

𝑛𝑛=2

 𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2𝑛𝑛

2𝑛𝑛√𝑛𝑛2 + 1
, 𝑏𝑏𝑛𝑛 =

1
2𝑛𝑛

⇒ (con) 

�sin
1
𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

 𝑎𝑎𝑛𝑛 = sin
1
𝑛𝑛

, 𝑏𝑏𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
⇒ (div) 

R
at
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lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

< 1 ⇒  �𝑎𝑎𝑛𝑛 (con) 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

> 1 ⇒  �𝑎𝑎𝑛𝑛 (div) 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

= 1 ⇒  �𝑎𝑎𝑛𝑛 (? ? ) 

 

�
𝑛𝑛!
𝑛𝑛𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

,             
𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
(𝑛𝑛 + 1)!

(𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛+1
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛!
=

(𝑛𝑛 + 1) ∙ 𝑛𝑛!
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛!
= �

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

�
𝑛𝑛

, 

⇒ lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
1
𝑒𝑒

< 1(con) 

�
3𝑛𝑛

2𝑛𝑛 − 1

∞

𝑛𝑛=1

,     
𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
3𝑛𝑛+1

2𝑛𝑛+1 − 1
2𝑛𝑛 − 1

3𝑛𝑛
=

3(2𝑛𝑛 − 1)
2𝑛𝑛+1 − 1

=
3 �1 − 1

2𝑛𝑛�

2 − 1
2𝑛𝑛

, lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
3
2

> 1(div)  

�
3𝑛𝑛

𝑛𝑛!

∞

𝑛𝑛=1

 
𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
3𝑛𝑛+1

(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛!
3𝑛𝑛

=
3

𝑛𝑛 + 1
, lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

= 0

< 1(con) 

�
cosn 𝑥𝑥

2𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

 
𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

=
cosn+1 𝑥𝑥

2𝑛𝑛+1
2𝑛𝑛

cosn 𝑥𝑥
=

cos 𝑥𝑥
2

< 1(con) 

   
 

特点： �
𝑓𝑓′(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

          特别注意 (ln 𝑥𝑥)′ = 1
𝑥𝑥

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) ∙ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   特别注意e𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥
 

 
特点：分式函数 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 常数

 

 

ln 𝑛𝑛 , 𝑛𝑛, 𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3 … ;           2𝑛𝑛, 𝑒𝑒𝑛𝑛, 3𝑛𝑛 … ;             𝑛𝑛!;            𝑛𝑛𝑛𝑛 
 



Series Property Example Exercise 

Geometric 

�𝑎𝑎𝑟𝑟𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

=
𝑎𝑎

1 − 𝑟𝑟
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 |𝑟𝑟| < 1   �

2𝑛𝑛+1

3𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= �2 ∙
2
3
∙

2𝑛𝑛−1

3𝑛𝑛−1

∞

𝑛𝑛=1

  ⇒ �𝑎𝑎 = 4/3
𝑟𝑟 = 2/3 ⇒�

2𝑛𝑛+1

3𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
4/3

1 − 2/3
= 4 

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑆𝑆𝑛𝑛 = �
3𝑛𝑛−1

(4 + 𝑛𝑛)20 � �
(7 + 𝑛𝑛)20

3𝑛𝑛
� , 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑤𝑤ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {𝑆𝑆𝑛𝑛} 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐?   𝑆𝑆𝑛𝑛 =
1
3
�

3
4 + 𝑛𝑛

+ 1�
20

, lim
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 =
1
3
 

�
3𝑛𝑛+1

5𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

 
= �

9
5
∙ �

3
5
�
𝑛𝑛−1∞

𝑛𝑛=1

⇒ �𝑎𝑎 = 9/5
𝑟𝑟 = 3/5 ⇒�

3𝑛𝑛+1

5𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
9/5

1 − 3/5

=
9
2
 

�(tan 1)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=1

 � 𝑎𝑎 = tan 1
𝑟𝑟 = tan 1 > 1 ⇒ (div) 

 


